
Глава 1

ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ
ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ

1.1 Основнi об’єкти теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь
та видiлення основних умов, за яких вони розглядатимуться

Основним об’єктом теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь є система звичайних диференцiальних
рiвнянь виду {

Φi

(
t, u1, u

′
1, . . . , u

(n1)
1 , . . . , um, u′

m, . . . , u
(nm)
m

)
= 0,

i = 1, . . . ,m,
(1.1)

де t –незалежна змiнна, u1, , . . . , um – шуканi функцiї цiєї змiнної та Φi (i = 1, . . . ,m) – заданi дiйснi
функцiї вiд 1 +m+ n1 + cdots+ nm = N дiйсних змiнних, визначених в деякiй областi Ω ⊂ RN .

Розв’язком цiєї системи будемо називати набiр дiйсних функцiй u1, . . . , um , визначених на деякому
зв’язному промiжку I0 ⊂ R , що мають на цьому промiжку похiднi до порядкiв n1, . . . , nm вiдповiдно,
i задовольняють наступним двом умовам: 1) (t, u1(t), u

′
1(t), . . . , u

(n1)
1 (t), . . . , um(t), u′

m(t), . . . , u
(nm)
m (t)) ∈

Ω при t ∈ I0;

2) Φi

(
t, u1(t), u

′
1(t), . . . , u

(n1)
1 (t), . . . , um(t), u′

m(t), . . . , u
(nm)
m (t)

)
= 0 (i = 1, . . . ,m) при t ∈ I0.

Цi двi умови означають, що допустима пiдстановка даних m функцiй у всi рiвняння системи i при
цьому отримуємо m тотожностей на промiжку I0 .

Якщо такий промiжок I0 та заданий на ньому набiр m функцiй, що задовольняє зазначеним вище
двом умовам, не iснують, то розв’язок може визначатися i трохи iнакше.

А щось простiше? В окремому випадку m = 1 система (1.1) являє собою одне звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння n – го ( n = n1 ) порядку

Φ
(
t, u, u′, . . . , u(n)

)
= 0. (1.2)

У разi, коли функцiя Φ є лiнiйною щодо невiдомої функцiї u i всiх її похiдних до порядку n включно,
це рiвняння має вигляд

an(t)u
(n) + an−1(t)u

(n−1) + · · ·+ a1(t)u
′ + a0(t)u = φ(t) (1.2′)

i називається лiнiйним диференцiальним рiвнянням n - го порядку. Дiйснi функцiї ak (k = 0, . . . , n)
и φ у цьому рiвняннi зазвичай передбачаються заданими на деякому зв’язному промiжку I ⊂ R .
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При цьому ak (k = 1, . . . , n) називають коефiцiєнтами лiнiйного диференцiального рiвняння, а φ –
неоднорiдним доданком. Якщо φ(t) ≡ 0 на I , то рiвняння (1.2′) називається лiнiйним однорiдним
диференцiальним рiвнянням (ЛОДР) n - го порядку i в iншому випадку - лiнiйним неоднорiдним дифе-
ренцiальним рiвнянням (ЛНДР) n -го порядку. Точки промiжку I , у яких коефiцiєнт an при старшiй
похiднiй перетворюється на нуль називають особливими точками лiнiйного рiвняння.

ПРИКЛАД 1.1. Дуже часто виникає в задачах на практицi рiвняння Бесселя

t2u′′ + tu′ + (t2 − n2)u = 0,

яке є рiвнянням iз особливою точкою t = 0 .
В курсi звичайних диференцiальних рiвнянь переважно розглядатимемо лiнiйнi диференцiальнi

рiвняння у випадку, коли його коефiцiєнти i неоднорiдний доданок неперервнi на деякому зв’язному
промiжку I , що не мiстить особливих точок. У даному випадку рiвняння (1.2′) може бути записано
у виглядi

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = f(t), (1.3)

де pk : I −→ R (k = 1, . . . , n) и f : I −→ R - неперервнi функцiї, I – зв’язний промiжок в R .
Розв’язком лiнiйного диференцiального рiвняння (1.3) називається n - раз неперервно диференцiй-

ована на промiжку I функцiя u така, що

u(n)(t) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1)(t) ≡ f(t) на промiжку I.

Тут звернемо увагу на те, що розв’язки визначаються на тому ж промiжку, де неперервнi коефiцiєнти
i неоднорiдний доданок лiнiйного диференцiального рiвняння (1.3).

Якщо функцiя Φ (1.2) не є лiнiйною вiдносно невiдомої функцiї та її похiдних до порядку n
включно, але спiввiдношення (1.2) допускає (хоча локально) його розв’язання щодо старшої похiдної
невiдомої функцiї, то приходимо до рiвняння

u(n) = g
(
t, u, u′, . . . , u(n−1)

)
, (1.4)

де g – дiйсна функцiя, яку визначено в областi G ⊂ I × D , де I - промiжок в R i D - вiдкрита
множина в Rn . Такого виду рiвняння називають рiвняннями, записаними у нормальнiй формi Кошi.

У разi неперервної функцiї g : G −→ R розв’язком рiвняння (1.4) називається n - раз неперервно
диференцiйована на зв’язному промiжку I0 ⊂ I функцiя u така, що:

1)
(
t, u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t)

)
∈ G при t ∈ I0;

2) u(n)(t) = g
(
t, u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t)

)
при t ∈ I0.

Тут, на вiдмiну вiд випадку лiнiйного диференцiального рiвняння, розв’язок передбачається визна-
ченим на зв’язному промiжку I0 , взагалi кажучи, меншої довжини, нiж промiжок I визначення
незалежної змiнної t у самому рiвняннi.

ПРИКЛАД 1.2. Зазначена властивiсть розв’язкiв спостерiгається вже у найпростiшого нелiнiйного
диференцiального рiвняння першого порядку

du

dt
= u2,

заданого на множинi G = R × R . Для будь-кого C ∈ R звуження функцiї u(t) =
1

C − t
на зв’язнi

промiжки I+C =]C,+∞[ i I−C =]−∞, [ являють собою два розв’язки даного рiвняння, кожний з яких
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визначено лише на пiвосi i не може бути продовжено на всю числову вiсь. Вводячи для рiвняння (1.4)
новi невiдомi функцiї x1, . . . , xn за допомогою замiн

u(t) = x1(t),
u′(t) = x2(t),

...
u(n−1)(t) = xn(t)

(1.5)

та диференцiюючи цi спiввiдношення, отримаємо наступну "еквiвалентну" йому систему n диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку, розв’язаних щодо похiдних

x′
1 = x2

x′
2 = x3

...
x′
n−1 = xn

x′
n = g(t, x1, . . . , xn)

. (1.6)

При цьому еквiвалентнiсть розумiється так. Якщо функцiя u : I0 −→ R є розв’язком рiвняння
(1.4), то набiр n функцiй x1(t) = u(t), x2(t) = u′(t), . . . , xn(t) = u(n−1)(t) буде розв’язком системи
(1.6), i, навпаки, якщо набiр n функцiй xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n) є розв’язком системи (1.6), то
перша з цих функцiй u(t) = x1(t) буде розв’язком рiвняння (1.4), а наступнi з них – похiдними цiєї
функцiї до порядку n− 1 включно.

Значить, будь-яке диференцiальне рiвняння n – го порядку, записане у нормальнiй формi Кошi
(1.4), завжди може бути замiнено еквiвалентною йому системою диференцiальних рiвнянь виду (1.6).

ПРИКЛАД 1.3. Лiнiйне диференцiальне рiвняння малих коливань маятника

ü+ a2 u = 0

за допомогою замiн
u = x1, u′ = x2

зводимо до еквiвалентної системи диференцiальних рiвнянь{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −a2 x1
.

А щось складнiше, але нормального вигляду. Видiливши частинний випадки системи (1.1),
звернемося тепер до розгляду її загального випадку.

Якщо m спiввiдношень (1.1) допускають хоча б локальне розв’язання вiдносно u
(n1)
1 , . . . , u

(nm)
m ,

то отримаємо систему диференцiальних рiвнянь, розв’язаних вiдносно старших похiдних, наступного
виду {

u
(ni)
i = Fi

(
t, u1, u

′
1, . . . , u

(n1−1)
1 , . . . , um, u′

m, . . . , u
(nm−1)
m

)
,

i = 1, . . . ,m,

Ця система, за аналогiєю з тим, як це було зроблено для одного диференцiального рiвняння (1.4), за-
вжди за допомогою введення нових невiдомих функцiй може бути зведена до системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку, розв’язаних вiдносно похiдних.

ПРИКЛАД 1.4. Система, що стосується задачi двох тiл, диференцiальних рiвнянь
d2x1

dt2
= − Gµx1

(x2
1 + x2

2)
3
2

,

d2x2

dt2
= − Gµx2

(x2
1 + x2

2)
3
2

,
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де µ = m1 +m2 , G - гравiтацiйна стала, за допомогою замiн уведення змiнних

x1 = p1, x2 = p2, x′
1 = q1, x′

2 = q2

зводимо до системи рiвнянь першого порядку

dp1
dt

= q1,

dp2
dt

= q2,

dq1
dt

= − Gµp1

(p21 + p22)
3
2

,

dq2
dt

= − Gµp2

(p21 + p22)
3
2

.

Розв’язана вiдносно похiдних система диференцiальних рiвнянь першого порядку
dx1

dt
= f1(t, x1, . . . , xn),

...
dxn

dt
= fn(t, x1, . . . , xn),

(1.7)

де fi (i = 1, . . . , n) – дiйснi функцiї, якi задано в деякої областi G ⊂ I ×D ( I -это промежуток в R и
D - це промiжок у R i D - вiдкрита множина в Rn ), називається системою диференцiальних рiвнянь,
записаною у нормальнiй формi Кошi (або, коротше, нормальною системою диференцiальних рiвнянь).
Тут змiннi x1, . . . , xn зазвичай називають фазовими змiнними, область D їх змiнювання – фазовим
простором, а множину I ×D - розширеним фазовим простором системи (1.7).

Оскiльки диференцiальне рiвняння (1.4) еквiвалентне системi диференцiальних рiвнянь (1.6), яка
є частинним випадком системи (1.7), то у рiвняннi (1.4) фазовими змiнними є u, u′, . . . , u(n−1) .

Якщо функцiї fi : G −→ R (i = 1, . . . , n) неперервнi розв’язком системи (1.7) на промiжку I0 ⊂ I
називається сукупнiсть n неперервно диференцiйованих функцiй x1(t), . . . , xn(t) таких, що

1) (t, x1(t), . . . , xn(t)) ∈ G при t ∈ I0;

2)
dxi(t)

dt
= fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) (i = 1, . . . , n) при t ∈ I0.

Якщо x1(t), . . . , xn(t) - розв’язок системи (1.7) на промiжку I0 , то графiк цього розв’язку, тобто
множина точок

Γ = {(t, x1(t), . . . , xn(t)) : t ∈ I0}

розширеного фазового простору I×D називається iнтегральної кривої системи (1.7), а множина точок

{(x1(t), . . . , xn(t)) : t ∈ I0}

фазового простору D – фазовою кривою чи траєкторiєю системи (1.7).
Зрозумiло, що траєкторiя - це проекцiя iнтегральної кривої на фазовий простiр.
Траєкторiя розв’язку може бути i точкою. Точка (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ D називається точкою спокою, або

положенням рiвноваги системи (1.7), якщо{
fi(t, x

0
1, . . . , x

0
n) ≡ 0 на I0,

i = 1, . . . , n
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Очевидно, що точцi спокою (x0
1, . . . , x

0
n) системи (1.7) вiдповiдає розв’язок цiєї системи xi(t) ≡ x0

i (i =
1, . . . , n) , визначене на промiжку I0 . Траєкторiєю цього розв’язку якраз i є точка спокою. Наявнiсть
системи диференцiальних рiвнянь точок спокою iстотно впливає на характер поведiнки її iнтегральних
та фазових кривих.

ПРИКЛАД 1.5. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь, якою описують малi коливання
маятника {

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1
.

Неважко перевiрити, що при будь-якому значеннi C ∈ R функцiї

x1(t) = C sin t, x2(t) = C cos t

є розв’язками цiєї системи на промiжку I0 = R .
Iнтегральна та фазова крива, що вiдповiдають цьому розв’язку являють собою множини

{(t, C sin t, C cos t) : t ∈ R} i {(C sin t, C cos t) : t ∈ R}

При C ̸= 0 перше з них є гвинтовою лiнiєю на поверхнi цилiндра, а друге - коло, яке є проекцiєю
гвинтової лiнiї на фазовий простiр R2 .

Якщо C = 0 , то фазова крива є точкою спокою (0, 0) , якiй вiдповiдає тривiальний розв’язок
x1(t) ≡ 0, x2(t) ≡ 0 на R .

Дiйсну функцiю U(t, x1, . . . , xn) , визначену в областi G i вiдмiнну вiд сталої на будь-якiй непустiй
пiдобластi з G , називають iнтегралом системи (1.7), якщо при замiни x1, . . . , xn будь-яким розв’язком
xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n) цiєї системи вона перетворюється тотожно (вiдносно t ) у сталу, тобто
U(t, x1(t), . . . , xn(t)) ≡ C на I0. При цьому спiввiдношення виду U(t, x1, . . . , xn) = C , де C довiльна
стала з множини значень функцiї U , називають першим iнтегралом системи (1.7).

Геометричний змiст означення iнтеграла полягає в наступному. Якщо iнтегральна кри-
ва Γ = {(t, x1(t), . . . , xn(t)) ; t ∈ I0} системи диференцiальних рiвнянь (1.7) проходить через точку
(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) i в цiй точцi iнтеграл U дорiвнює C0 , то така iнтегральна крива повнiстю розташована

на поверхнi рiвня U(t, x1, . . . , xn) = C0 .
Її величнiсть - задача Кошi. Задача про знаходження iнтегральної кривої, що проходить через

точку (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) розширеного фазового простору рiвносильна в аналiтичнiй постановцi задачi про

знаходження розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (1.7), що задовольняє умовам

x1(t0) = x0
1, . . . , xn(t0) = x0

n. (1.8)

Така задача називається задачєю Кошi для системи диференцiальних рiвнянь (1.7). При цьому умови
(1.8) називають початковими умовами, а набiр (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) - початковими даними задачi Кошi.

Оскiльки диференцiальне рiвняння n порядку (1.4) еквiвалентно системi (1.6), у якiй фазовими
змiнними є x1 = u, x2 = u′, . . . , xn = u(n−1) , то для нього задача Кошi полягає у знаходженнi
розв’язку, який задовольняє початковим умовам

u(t0) = u0
1, u′(t0) = u0

2, . . . , u(n−1)(t0) = u0
n,

де набiр початкових даних (t0, u
0
1, . . . , u

0
n) ∈ G .

Чи iснує розв’язок задачi Кошi i якщо - так, то що ми з цього будемо мати? Вiдповiдь
на дуже важливе питання про iснування розв’язку задачi Кошi (1.7), (1.8) дає така теорема, яка буде
доведено у роздiлi 8 цього курсу.

Теорема Пеано.1 Якщо в системi (1.7) функцiї fi : G −→ R (i = 1, . . . , n) неперервнi, то для
будь-якого набору (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ G задача Кошi (1.7), (1.8) має принаймнi один розв’язок, наперед

визначений в деякому околi точки t0 .
1Цю теорему було встановлено Дж. Пеано 1890 року для випадку скалярного диференцiального рiвняння першого

порядку x′ = f(t, x) .

5



З геометричної точки зору ця теорема говорить про те, що через кожну точку областi G про-
ходить iнтегральна крива системи диференцiальних рiвнянь (1.7). Якщо при цьому вiдомий перший
iнтеграл U : G −→ R системи (1.7), то вiн дозволяє описати i розташування всiх таких кривих G .
Дiйсно, в силу означення першого iнтеграла, iнтегральна крива системи (1.7), що проходить через
точку (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ G , яка явно лежить на поверхнi рiвня

U(t, x1, . . . , xn) = U(t0, x
0
1, . . . , x

0
n),

повнiстю розташована на цiй поверхнi. Тому, через теорему Пеано кожна поверхня рiвня U(t, x1, . . . , xn) =
C , де C ∈ U(G) , мiстить повнiстю розташованi на нiй iнтегральнi кривi та суцiльно ними заповнена.
При цьому безлiч таких поверхонь рiвня, якi при рiзних значеннях C не перетинаються, охоплюють
усi iнтегральнi кривi системи (1.7). повнiстю розташована на цiй поверхнi. Тому, через теорему Пеано
кожна поверхня рiвня U(t, x1, . . . , xn) = C , де C ∈ U(G) , мiстить повнiстю розташованi на нiй iн-
тегральнi кривi та суцiльно ними заповнена. При цьому безлiч таких поверхонь рiвня, якi при рiзних
значеннях C не перетинаються, охоплюють усi iнтегральнi кривi системи (1.7).

Теорема Пеано дозволяє, зокрема, встановити наступний критерiй.

Теорема (критерiй iнтеграла). Нехай у системi диференцiальних рiвнянь (1.7) функцiї fi :
G −→ R (i = 1, . . . , n) неперервнi. Диференцiйована функцiя U : G −→ R , вiдмiнна вiд сталої на будь-
якiй пiдобластi з G , є першим iнтегралом цiєї системи тодi i тiльки тодi, коли всюди в областi G
дотримано рiвнiсть

∂U(t, x1, . . . , xn)

∂t
+

∂U(t, x1, . . . , xn)

∂x1
f1(t, x1, . . . , xn) + · · ·+ ∂U(t, x1, . . . , xn)

∂xn
fn(t, x1, . . . , xn) = 0. (1.9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай U : G −→ R - iнтеграл системи (1.7) i (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) - довiльна

точка областi G . В силу теореми Пеано iснує розв’язок xi : I0 −→ R (i = 1, n) задача Кошi (1.7),
(1.8), де I0 - промiжок, що мiстить t0 . На цьому розв’язку згiдно з означенням iнтегралу має мiсце
тотожнiсть

U(t, x1(t), . . . , xn(t)) = C при t ∈ I0, (1.10)

де C = U(t0, x
0
1, . . . , x

0
n) . Диференцiюючи це тотожнiсть по змiнної t , з використанням правила дифе-

ренцiювання складеної функцiї отримаємо

∂U(t, x1(t), . . . , xn(t))

∂t
+

n∑
i=1

∂U(t, x1(t), . . . , xn(t))

∂xi

dxi(t)

dt
= 0 при t ∈ I0. (1.11)

Звiдси з урахуванням означення розв’язка системи (1.7) маємо

∂U(t, x1(t), . . . , xn(t))

∂t
+

n∑
i=1

∂U(t, x1(t), . . . , xn(t))

∂xi
fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) = 0 при t ∈ I0. (1.12)

Оскiльки розглянутий розв’язок задовольняє умову (1.8), то при t = t0 ця рiвнiсть набуває вигляду

∂U(t0, x
0
1, . . . , x

0
n)

∂t
+

n∑
i=1

∂U(t0, x
0
1, . . . , x

0
n)

∂xi
fi(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) = 0.

Через довiльнiсть вибору точки (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ G воно означає, що всюди в G дотримано (1.9).

Достатнiсть. Нехай для диференцiйовнiй функцiї U : G −→ R всюди в G дотримано рiв-
нiсть (1.9). Покажемо, що U - iнтеграл системи (1.7). Для цього виберемо довiльний розв’язок xi :
I0 −→ R (i = 1, ldots, n) системи диференцiальних рiвнянь (1.7). Оскiльки згiдно з означенням цього
розв’язка (t, x1(t), . . . , xn(t)) ∈ G при t ∈ I0 , то через (1.9) має мiсце (1.12). Звiдси з урахуванням того,
що розглянутий розв’язок, крiм того, перетворює у тотожность на промiжку I0 усi рiвняння системи
(1.7) випливають (1.11). У силу правила диференцiювання складеної функцiї це означає, що

dU(t, x1(t), . . . , xn(t))

dt
= 0 при t ∈ I0.
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Отже, має мiсце тотожнiсть (1.9). Звiдси, через довiльнiсть вибору розв’язка, витiкає, що U - iнтеграл
системи диференцiальних рiвнянь (1.7). �

Вираз, що стоїть у формулi (1.9), лiворуч називають похiдною функцiї U в силу системи (1.7) i
позначають dU

dt .
ПРИКЛАД 1.6. Нехай H = H(x1, . . . , xn, y1, . . . yn) - неперервно диференцiйована функцiя в областi

G ⊂ R2n . Система диференцiальних рiвнянь виду
dxk

dt
=

∂H

∂yk
, k = 1, . . . , n,

dyk
dt

= − ∂H

∂xk
, k = 1, . . . , n

(1.13)

називається гамiльтоновою системою з гамiльтонiаном H .
Обчислюючи похiдну функцiї H в силу цiєї системи, помiчаємо, що всюди в областi G

dH

dt
=

n∑
k=1

∂H

∂xk

∂H

∂yk
+

n∑
k=1

∂H

∂yk

(
− ∂H

∂xk

)
= 0.

Отже, вiдповiдно до теореми про iнтеграл гамiльтонiан H гамiльтонової системи (1.13) є її iнте-
гралом.

До гамiльтонових систем приводять, наприклад, задачi, що описують рух механiчної системи в
потенцiйному полi з неперервно диференцiйованим потенцiалом U . ПРИКЛАД 1.7. В одновимiрному
випадку рух матерiальної точки масою m в потенцiйному полi з неперервно диференцiйованим на
деякому iнтервалi потенцiалом U(x) описується диференцiальним рiвнянням другого порядку

mẍ = −dU

dx
.

Зводячи його за допомогою замiн x = x1 i ẋ = 1
mx2 до еквiвалентної системи диференцiальних

рiвнянь 
ẋ1 =

1

m
x2,

ẋ2 = − dU

dx1
,

зауважуємо, що вона може бути переписана у виглядi гамiльтонової системи
ẋ1 =

∂H(x1, x2)

∂x2
,

ẋ2 = −∂H(x1, x2)

∂x1
,

з гамiльтонiаном H(x1, x2) =
1
m

x2
2

2 +U(x1) . В цьому гамiльтонiанi перший доданок 1
m

x2
2

2 = mẋ2

2 = mv2

2 -
кiнетична енергiя матерiальної точки, а другий U(x1) = U(x) - потенцiйна. Оскiльки на будь-якому
розв’язку системи гамiльтонiан, як її перший iнтеграл, тотожньо вiдносно t дорiвнює сталої, цей факт
висловлює закон збереження повної енергiї матерiальної точки впродовж усього перiоду її часу руху.
Прикладами рухiв матерiальної точки у потенцiйному полi є коливання маятника, коливання пружини,
рух у поле тяжiння Землi та багато iнших.

Вважаючи, що правi частини системи (1.7) неперервнi областi G , вкажемо ще на деякi її властивостi
та можливостi введення для неї низки важливих означень.

I навiщо нам потрiбнi першi iнтеграли? Знання iнтеграла U системи (1.7) допускає зни-
ження розмiрностi системи на одиницю, якщо перший iнтеграл

U(t, x1, . . . , xn) = C (1.14)
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при будь-якому значеннi C ∈ U(G) може бути розв’язано вiдномно однiєю iз змiнних x1, . . . , xn .
Справдi, якщо (1.14) можна розв’язати, наприклад, вiдносно x1 , тобто маємо x1 = φ1(t, x2, . . . , xn, C) ,
то пiдставляючи це значення x1 в останнi n− 1 рiвнянь системи (1.7), отримаємо систему з n− 1 -го
диференцiальних рiвнянь першого порядку вiдносно невiдомих функцiй x2, . . . , xn . Знайшовши все
розв’язки цiєї системи та пiдставляючи кожне з них у формулу для x1 , будемо отримувати розв’язок
x1(t), . . . , xn(t) системи (1.7).

Якщо вiдомо два iнтеграли i з системи двох перших iнтегралiв можна однозначно знайти двi змiннi,
наприклад, x1 i x2 через iншi, то розмiрнiсть системи можна знизити на 2 одиницi.

Вiдомо, що нормальна система диференцiальних рiвнянь не може допускати бiльше n незалежних
вiдносно x1, . . . , xn iнтегралiв.

n iнтегралiв Ui : G −→ R i = 1, n системи (1.7) називаються функцiонально незалежними в областi
G щодо x1, . . . , xn , якщо немає спiввiдношення виду Φ(U1, . . . , Un) = 0 за жодного вибору функцiї
Φ , яка залежить вiд x1, . . . , xn .

Будь-якi n перших iнтегралiв будемо називати функцiонально незалежними вiдносно x1, . . . , xn ,
якщо вiдповiднi їм iнтеграли незалежнi вiдносно цих змiнних.

Вiдомо, що n диференцiйованих iнтегралiв Ui : G −→ Rß = 1, n системи (1.7) є функцiонально
незалежними в областi G вiдносно x1, . . . , xn тодi i тiльки тодi, коли

D(U1, . . . , Un)

D(x1, . . . , xn)
̸≡ 0 в области G.

(Матвєєв стор. 160)
Приустимо тепер, що вдалося отримати n функцiонально незалежних iнтегралiв, що диференцiю-

ються, i розглянемо систему з перших iнтегралiв
Якщо для системи (1.7) вдалося знайти n функцiонально незалежних i неперервно диференцiйо-

ваних перших iнтегралiв Ui : G −→ R (i = 1, . . . , n) , то

D(U1, . . . , Un)

D(x1, . . . , xn)
̸≡ 0 в областi G.

Тому кожна точка (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ G , в якiй даний якобiан вiдмiнний вiд нуля, визначає точку

(t0, x
0
1, . . . , x

0
n, C

0
1 , . . . , C

0
n) , де C0

i = Ui(t0, x
0
1, . . . , x

0
n) (i = 1, . . . , xn) , в деякому околi якої система

спiввiдношень  U1(t, x1, . . . , xn) = C1,
· · ·

Un(t, x1, . . . , xn) = Cn,
(1.15)

де (C1, . . . , Cn) ∈ U1(G)× . . .× Un(G) , однозначно можна розв’язати вiдносно x1, . . . , xn . Отриманий
при цьому набiр n функцiй  x1 = φ1(t, C1, . . . , Cn),

· · ·
xn = φn(t, C1, . . . , Cn),

(1.16)

неперервно диференцiйованих на множинi I0 × C , де I0 -деякий iнтервал, що мiстить точку t0 , i
C - деякий окiл точки (C0

1 , . . . , C
0
n) в Rn , очевидно, є n - параметричною сiм’ю розв’зкiв системи

диференцiальних рiвнянь (1.7), причому цей набiр функцiй при Ci = C0
i (i = 1, . . . , n) є розв’зком, яке

задовольняє умовам (1.8). З геометричної точки зору даному розв’зку вiдповiдає iнтегральна крива,
утворена перетином всiх поверхонь рiвня Ui(t, x1, . . . , xn) = Ui(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) (i = 1, ldots, n) . Особливо

наочну геометричну iнтерпретацiю маємо при n = 2 , тобто у разi тривимiрного розширеного фазового
простору. Тут вказана iнтегральна крива буде лiнiєю перетину двох поверхонь рiвня Ui(t, x1, x2) =
Ui(t0, x

0
1, x

0
2) (i = 1, 2) , розташованих в R3 .

Сукупнiсть n перших iнтегралiв Ui (i = 1, . . . , n) системи диференцiальних рiвнянь (1.7) назива-
ють загальним iнтегралом цiєї системи в областi G0 ∈ G , якщо для будь-якої точки (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈

G0 система спiввiдношень (1.15), в якої Ci = Ui(t0, x
0
1, . . . , x

0
n) (i = 1, . . . , n) , однозначно визначає
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диференцiйований в деякому околi точки t0 розв’зок (1.16) системи (1.7), що задовольняє умовам
(1.8).

З iншого боку, n - параметрична сiм’я n функцiй (1.16) називають загальним розв’зком в областi
G0 ∈ G системи диференцiальних рiвнянь (1.7), якщо: 1) при будь-якому допустимому наборi сталих
(C1, . . . , Cn) є розв’зком системи (1.7), iнтегральна крива якого розташована G0 , i 2) для будь-якої
фiксованої точки (t, x1, . . . , xn) ∈ G0 система спiввiдношень (1.16) однозначно розв’язано вiдносно
C1, . . . , Cn .

Друга умова цього означення означає, що при будь-якому наборi (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ G0 (1.16) визна-

чає єдиний розв’язок, що вiдповiдає умовам (1.8).
В силу на вказаний зв’язок мiж загальним iнтегралом i загальним розв’язком кажуть, що загальний

iнтеграл визначає загальний розв’язок в неявному виглядi.
Розв’язок, який виходить iз загального iнтегралу чи загального розв’язку при фiксованому наборi

сталих (C0
1 , . . . , C

0
n) з множини їх допустимих значень, називається частинним розв’язком системи

диференцiальних рiвнянь (1.7).

ПРИКЛАД 1.8. Найпростiшим прикладом системи диференцiальних рiвнянь виду (1.7), всi розв’язки
якої легко можуть бути знайденi, є система x′

1 = f1(t),
· · ·

x′
n = fn(t),

(1.17)

де fi : I −→ R (i = 1, . . . , n) - неперервнi функцiї.
Оскiльки тут правi частини залежать тiльки вiд t , то ця система визначає похiднi невiдомих функ-

цiй x1, . . . , xn . Тому задача про знаходження її розв’язку рiвнозначна задачi про знаходження первiс-
них цих функцiй. Значить, її розв’язком є набiр, визначених на промiжку I n функцiй

xi(t) =

t∫
t∗

fi(τ) dτ + Ci (i = 1, . . . , n), (1.18)

де t∗ ∈ I и Ci (i = 1, . . . , n) - довiльнi сталi. Вiн є загальним розв’язком системи (1.17) на множинi
I×Rn , оскiльки 1) при будь-якому наборi сталих (C1, . . . , Cn) ∈ Rn функцiї (1.18) є розв’язком системи
(1.17) та 2) при будь-якому наборi (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ I × Rn iз системи спiввiдношень

x0
i =

t0∫
t∗

fi(τ) dτ + Ci (i = 1, . . . , n)

однозначно визначаються сталi

Ci = x0
i −

t0∫
t∗

fi(τ) dτ.

При цих значеннях сталих з (1.18) отримаємо єдиний розв’язок

xi(t) = x0
i +

t∫
t0

fi(τ) dτ (i = 1, . . . , n),

системи (1.17), що задовольняють умовам (1.8).
З (1.18) также випливає, що функцiї

Ui(t, xi) = xi −
t∫

t∗

fi(τ) dτ (i = 1, . . . , n)
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є першими iнтегралами системи (1.13) на множинi I × Rn i в сукупностi представляють на даної
множинi загальний iнтеграл цiєї системи.

У цьому прикладi знаходження всiх розв’язкiв системи звелося до звичайного iнтегрування її рiв-
нянь. Ця обставина певною мiрою може бути поясненням що склалося в теорiї диференцiальних рiвнянь
термiну "iнтегрування диференцiальних рiвнянь"для позначення процесу отримання їх розв’язкiв. При
цьому кажуть, що диференцiальне рiвняння або система диференцiальних рiвнянь проiнтегрована в
замкнутому аналiтичному виглядi, якщо всi розв’язки отриманi з використанням скiнченого числа на-
перед визначених операцiй. До таких, наприклад, належать стандартнi операцiї елементарної матема-
тики, операцiї складання складених та обернених функцiй, а також операцiї iнтегрування-"квадратур".

Непомiтно пiдкралася проблема, але не для нас. Звернiмо увагу на те, що введенi вище
означення загального iнтегралу та загального розв’язку передбачають однозначного видiлення з них
розв’язку, що задовольняє початковим умовам (1.8). Але теорема Пеано гарантує iснування принаймнi
одного такого розв’язку. Отже, за наявностi бiльше одного розв’язку задачi Кошi (1.7), (1.8) лише один з
них буде мiститємоться у загальному розв’язку або визначатись загальним iнтегралом. У зв’язку з цим
природним здається питання про додатковi обмеження на правi частини системи (1.7), при яких задача
Кошi (1.7), (1.8) матиме лише один розв’язок. Це питання є важливим i з погляду застосувань, оскiльки
у випадках, коли система диференцiальних рiвнянь (1.7) описує детермiнований процес, задача Кошi
повинна розв’язок визначати однозначно.

Будемо говорити, що задача Кошi (1.7), (1.8) має единий розв’язок, якщо будь-якi її два розв’язки
спiвпадають в деякому околi точки t0 . При цьому вiдповiдний даної задачi набiр початкових даних
(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) будемо називати точкою єдиностi розв’яз задачi Кошi, а пiдмножина G0 областi G ,

кожен елемент якої є точкою єдиностi розв’язку задачi Кошi, - множиною єдиностi системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1.7).

Найбiльш ефективно вирiшується питання про iснування та єдиность розв’язку задачi Кошi для
нормальних систем диференцiальних рiвнянь, правi частини яких є лiнiйними функцiями вiдносно
фазових змiнних. Такi системи мають вигляд{

dxi

dt
= pi1(t)x1 + · · ·+ pin(t)xn + qi(t),

i = 1, . . . , n,
(1.19)

де pik : I −→ R (i, k = 1, . . . , n) , qi : I −→ R (i = 1, . . . , n) , I - промiжок в R , i називаються
системами лiнiйних диференцiальних рiвнянь (СЛДР). При цьому функцiї pik
(i, k = 1, . . . , n) називають коефiцiєнтами системи, а qi (i = 1, . . . , n) - неоднорiдними доданками.
Якщо у (1.19) все qi(t) ≡ 0 на промiжку I , то систему називають системою лiнiйних однорiдних
диференцiальних рiвнянь (СЛОДР), i в iншому випадку - системою лiнiйних неоднорiдних диферен-
цiальних рiвнянь (СЛНДР).

Розв’язком системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь(1.19) у випадку неперервних на промiжку
I коефiцiєнтiв та неоднорiдних доданкiв називається набiр n неперервно диференцiйованих функцiй
xi : I −→ R (i = 1, . . . , n) , при пiдстановцi яких у всi рiвняння системи отримаємо n тотожностей
на промiжку I .

Для системи (1.19) надалi буде доведено таку

Теорема (iснування та єдностi розв’язка задачi Кошi для СЛДР). Якщо pik ∈ C(I;R) (i, k =
1, . . . , n) i qi ∈ C(I;R) (i = 1, . . . , n) , то для будь-якого t0 ∈ I i для будь-яких x0

i ∈ R (i = 1, . . . , n)
задача Кошi (1.19), (1,9) має єдиний розв’язок.

Для нормальних систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь питання про єдинiсть розв’язку за-
дачi Кошi та про промiжок, на якому вын визначений, вирiшується в теорiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь з допомогою низки теорем, але не настiльки ефективно, як для СЛРУ. При цьому
привертає увагу локальний характер цих теорем. Сформулюємо одну з найбiльш зручних для засто-
сування ознак iснування єдиного розв’язку задачi Кошi, яка надалi буде отримано у виглядi наслiдка
iз бiльш загального твердження.

Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi. Нехай у системi диференцiальних
рiвнянь (1.7) функцiї fi : G −→ R (i = 1, . . . , n) неперервнi i мають неперервнi похiднi по фазовим
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змiнним. Тодi для будь-якого набору початкових даних (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ G задача Кошi (1.7), (1.8)

має єдиний розв’язок, наперед визначений в околi точки t0 .

ПРИКЛАД 1.9. Для диференцiального рiвняння першого порядку

x′ = x
1
3 sin(t2 + x2),

права частина неперервна на множинi R × R . При цьому частинна похiдна фазової змiнної має
вигляд (

x
1
3 sin(t2 + x2)

)′

x
=

1

3
x− 2

3 sin(t2 + x2) + 2x
4
3 cos(x2 + t2)

i є неперервною на множинi R× (R \ {0}) .Значить, для цього рiвняння в областi G = R× (R \ {0})
виконано всi умови наведеної вище теореми. Тому для нього задача Кошi з початковою умовою
x(t0) = x0 має єдиний розв’язок при будь-якому t0 ∈ R i x0 ∈ R \ {0} . Якщо ж у початковiй
умовi x0 = 0 , то до такої задачi Кошi ця теорема вже не може бути застосовано.

Зазначене в теоремi додаткове припущення про неперервнiсть в областi G частинних похiдних
за фазовими змiнним функцiй fi (i = 1, . . . , n) є жорстким i, в цiлому, не вiдображає сутi проблеми,
оскiльки iснують системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь лише з неперервними в областi G
правими частинами, для яких задача Кошi про знаходження розв’язку, що вiдповiдає умовам (1.9),
має єдиний розв’язок.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. (ПОДIЛЯЙ I ВЛАДИВАЙ). Рiвнянням з з вiдо-
кремлюваними змiнними називається диференцiальне рiвняння першого порядку наступного виду

dx

dt
= g(t)h(x), (1.20)

де g ∈ C(I; R), h ∈ C(D; R) , I - промiжок в R , D = (a, b) - iнтервал в R .

Така назва рiвняння (1.20) пояснюється тим, що в його правiй частини фазова змiнна x вiдо-
кремлена вiд незалежної змiнної t .

Виберемо довiльним чином точки t0 ∈ I , x0 ∈ (a, b) i поставимо задачу Кошi про знаходження
розв’язку рiвняння (1.20), яке задовольняє умову

x(t0) = x0. (1.21)

Питання про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi (1.20), (1.21) суттєво залежить вiд
того, чи є точка x0 точкою спокою даного рiвняння, чи нi.

Розглянемо випадок, коли x0 не є точкою спокою. Тодi h(x0) ̸= 0 i , не обмежуючи загальностi,
можна вважати, що

h(x) ̸= 0 при x ∈ (a, b). (1.22)

Нехай x - розв’язок на промiжку I0 ⊂ I задачi Кошi (1.20), (1.21). Для нього в силу означення
розв’язку

dx(t)

dt
= g(t)h(x(t)) и x(t) ∈ (a, b) при t ∈ I0.

Звiдси з урахуванням (1.22) маємо

x′(t)

h(x(t))
= g(t) при t ∈ I0.

Iнтегруючи обидвi частини цiєї рiвностi вiд t0 до t , отримаємо

t∫
t0

x′(τ)

h(x(τ))
dτ =

t∫
t0

g(τ) dτ при t ∈ I0.

11



Оскiльки
t∫

t0

x′(τ)

h(x(τ))
dτ =

[
s = x(τ)
ds = x′(τ) dτ

]
=

x(t)∫
x(t0)

ds

h(s)

i дотримано умову (1.21), то приходимо до спiввiдношення виду

x(t)∫
x0

ds

h(s)
=

t∫
t0

g(τ) dτ при t ∈ I0. (1.23)

Далi, введемо функцiю

Hx0
(x) =

x∫
x0

ds

h(s)
, x ∈ (a, b). (1.24)

Оскiльки функцiя h неперервна на iнтервалi (a, b) i задовольняє умову (1.22), то функцiя H , як
iнтеграл з змiнною верхньою межею, неперервно диференцiйована на (a, b) , причому

H ′
x0
(x) =

1

h(x)
̸= 0 при x ∈ (a, b).

Звiдси випливає, що Hx0
є або зростаючою (якщо h(x) > 0 ), або спадної (якщо h(x) < 0 ) на iнтер-

валi (a, b) функцiєю. Тому для неї iснує обернена функцiя H−1
x0

, яка визначена i неперервно диферен-
цiйована на множинi Hx0((a, b)) значень функцiї Hx0 .

В силу (1.24) множина значень функцiї Hx0 представляє собою iнтервал виду

Hx0((a, b)) = (A,B),

де

A = Hx0
(a) = −

x0∫
a

ds

h(s)
< 0, B = Hx0

(b) =

b∫
x0

ds

h(s)
> 0, якщо h(x) > 0 при x ∈ (a, b) (1.25+)

и

A = Hx0
(b) =

b∫
x0

ds

h(s)
< 0, B = Hx0

(a) = −
x0∫
a

ds

h(s)
> 0, якщо h(x) < 0 при x ∈ (a, b). (1.25−)

згiдно з (1.23) i (1.24)

Hx0
(x(t)) =

t∫
t0

g(τ) dτ при t ∈ I0.

Звiдси з урахуванням вищевикладеного випливає, що дотримано умову

t∫
t0

g(τ) dτ ∈ Hx0
((a, b)) = (A,B) при t ∈ I0 (1.26)

i розв’язок x має вид

x(t) = H−1
x0

 t∫
t0

g(τ) dτ

 , t ∈ I0. (1.27)
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Таким чином, встановлено, що якщо задача Кошi (1.20), (1.21) має розв’язок, заданий на зв’язаному
промiжку I0 ∈ I , цей розв’язок однозначно визначається формулою (1.27) i при цьому виконується
умова (1.26). Його iснування випливає з теореми Пеано. Залишається лише уточнити вид промiжку
I0 , у якому вiн визначений.

Оскiльки
t∫

t0

g(τ) dτ є неперервною функцiєю вiд верхньої межi iнтегрування t i при t = t0 пере-

творюється на нуль, а множина значень Hx0
((a, b)) = (A,B) функцiї Hx0

мiстить точку нуль, то
знайдеться промiжок I0 ⊂ I , що мiстить точку t0 , для якого дотримано умову (1.26). Вибравши
максимальний iз таких промiжкiв I0 , покажемо, що на ньому функцiя (1.27) є розв’язком задачi
Кошi (1.20), (1.21).

Оскiльки функцiя H−1
x0

, з доведеного вище, неперервно диференцiйована на iнтервалi Hx0
((a, b)) =

(A,B) , а iнтеграл зi змiнною верхньою межею
t∫

t0

g(τ) dτ - неперервно диференцiйована на промiжку

I0 функцiя зi значеннями Hx0((a, b)) , то (1.27), як суперпозицiя цих функцiй, є неперервно диферен-
цiйованої на промiжку I0 та згiдно з правилами диференцiювання складеної та оберненої функцiй

x′(t) =

 t∫
t0

g(τ) dτ

′
1

H ′
x0
(x)

∣∣
x=x(t)

= g(t)h(x(t)) при t ∈ I0.

Крiм того, з (1.27) маємо

x(t0) = H−1
x0

 t0∫
t0

g(τ) dτ

 = H−1
x0

(0),

звiдки випливає, що Hx0(x(t0)) = 0 . Але функцiя Hx0 , будучи строго монотонною на промiжку
D = (a, b) , може прийняти нульове значення тiльки в однiй точцi, якою очевидно, є точка x0 .
Отже, x(t0) = x0 .

Таким чином, доведено

Теорема 1.1. Нехай g ∈ C(I; R), h ∈ C((a, b); R) i дотримано умову (1.22) . Тодi для будь-
яких t0 ∈ I i x0 ∈ (a, b) задача Кошi (1.20) , (1.21) має єдиний розв’язок, причому цей розв’язок
визначається з (1.23) i має вигляд (1.27) , де H−1

x0
– функцiя, обернена для функцiї (1.24) , а I0 –

максимальний промiжок з I , що мiстить точку t0 , для якого виконано умову (1.26) .

Зазначене в цiй теоремi розв’язок задачi Кошi (1.20), (1.21) отримано iз спiввiдношення (1.23). До
нього на практицi зазвичай приходять, виконуючи такi формальнi дiї. Спочатку рiвняння записуємо
у виглядi

dx = g(t)h(x)dt. (1.28)

Потiм, вiдокремлюємо змiннi отримаємо рiвнiсть

dx

h(x)
= g(t)dt, (1.29)

внаслiдок iнтегрування лiвої частини якого по x , а правою по t , отримують спiввiдношення (1.23).
Правильнiсть виконання цих операцiй у разi, коли h(x) ̸= 0 на промiжку (a, b) , пiдтверджується
наведеним вище доказом теореми 1.1.

ПРИКЛАД 1.5. Розглянемо задачу Кошi

dx

dt
= (1 + |x|)α , (1.30)

x(0) = 0, (1.31)

де α – дiйсний параметр.
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Тут
g(t) ≡ 1, h(x) = (1 + |x|)α , I = R, D = R, t0 = 0, x0 = 0.

Оскiльки
h(x) > 0 при x ∈ R,

то вiдповiдно до теореми 1.1 задача (1.30)-(1.31) має єдиний розв’язок, причому цей розв’язок визна-
чається iз спiввiдношення (1.23), тобто iз спiввiдношення

x(t)∫
0

ds

(1 + |s|)α
= t. (1.32)

Не обчислюючи iнтеграла, що стоїть злiва, дослiджуємо цей розв’язок. Вiдповiдно до теореми 1.1.
вiн має вигляд

x(t) = H−1
0 (t)) , t ∈ I0,

де H−1
0 - функцiя, обернена до функцiї

H0(x) =

x∫
0

ds

(1 + |s|)α
,

i I0 - максимальний промiжок, для якого

t ∈ H0(R) при t ∈ I0.

Звiдси зрозумiло, що
I0 = H0(R) = (A,B).

Оскiльки h(x) > 0 при x ∈ R , то функцiя H0 є строго зростаючою на R i тому

A = H0(−∞) = −
0∫

−∞

ds

(1 + |s|)α
, B = H0(+∞) =

+∞∫
0

ds

(1 + |s|)α
.

Звiдси, беручи до уваги рiвнiсть

H0(−∞) = −
0∫

−∞

ds

(1 + |s|)α
=

[
s = −τ
ds = −dτ

]
= −

+∞∫
0

dτ

(1 + |τ |)α
= −H0(+∞)

i враховуючи, що при α ≤ 1 данi iнтеграли розбiгаються, а при α > 1 - збiгаються, знаходимо

I0 = H0(R) =

 (−∞,+∞) при α ≤ 1

(−B,B) при α > 1,

де B = const . З’ясувавши на якому максимальному промiжку I0 визначено розв’язок x задачi Кошi
(1.30)–(1.31), дослiджуємо його поведiнку кiнцях цього промiжку.

Припустимо спочатку, що α ≤ 1 . В цьому разi I0 = (−∞,+∞) . Переходячи в (1.32) до границi
при t → −∞ и при t → +∞ , отримаємо вiдповiдно

lim
t→−∞

x(t)∫
0

ds

(1 + |s|)α
= −∞, lim

t→+∞

x(t)∫
0

ds

(1 + |s|)α
= +∞.
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Але це можливо лише у випадках, коли

x(−∞) = lim
t→−∞

x(t) = −∞, x(+∞) = lim
t→+∞

x(t) = +∞.

Нехай тепер, α > 1 . В цьому випадку I0 = (−B,B) i згiдно з встановленим вище

H0(−∞) = −B, H0(+∞) = B.

Тому з (1.32) знаходимо, що при α > 1

lim
t→B+0

x(t) = −∞, lim
t→B−0

x(t) = +∞.

У справедливостi цих висновкiв легко переконатися, якщо обчислити iнтеграл, що стоїть у (1.32)
злiва, а потiм знайти в явному виглядi розв’язку розглянутої задачi Кошi.

А що на нас чекає у випадку точки спокою? Спокiй нам тiльки сниться! Якщо точка
x0 ∈ D = (a, b) є точкою спокою рiвняння (1.20), тобто. h(x0) = 0 , то це рiвняння наперед має
розв’язок x(t) ≡ x0 на промiжку I , який задовольняє умову (1.21). Тому природним є питання про
його єдиность. Вiдповiдь на нього дає така теорема, яку буде доведено у роздiлi
.

Теорема 1.2. Нехай g ∈ C(I; R), h ∈ C((a, b); R) , t0 ∈ I , x0 ∈ (a, b) i h(x0) = 0 . Тодi:
1) якщо

g(t)h(x)(x− x0)(t− t0) ≤ 0 при t ∈ I и x ∈ (a, b), (1.33)

то задача Кошi (1.20), (1.21) має єдиний розв’язок x(t) ≡ x0 на промiжку I ;
2) якщо h(x) ̸= 0 на промiжку D1 = (a, x0) , D2 = (x0, b) i дотримано умови

x0∫
x

dx

h(x)
= ±∞ при x ∈ D1,

x∫
x0

dx

h(x)
= ±∞ при x ∈ D2, (1.34)

то задача Кошi (1.20), (1.21) має єдиний розв’язок x(t) ≡ x0 на промiжку I , а будь-який вiдмiнний
вiд нього розв’язок з початковими даними (ti, xi) ∈ I × Di ( i ∈ {1, 2} ) однозначно визначено з
спiввiдношення

x(t)∫
xi

ds

h(s)
=

t∫
ti

g(τ) dτ, t ∈ I0i,

i має вид

x(t) = H−1
xi

 t∫
ti

g(τ) dτ

 , t ∈ I0i,

де I0i - максимальний промiжок з I , для всiх t з якого
t∫

ti

g(τ) dτ ∈ Hxi
(Di) ;

3) якщо h(x) ̸= 0 на промiжках D1 = (a, x0), D2 = (x0, b) i для деякiх i, j ∈ {1, 2} виконано
умови ∣∣∣∣∣∣

x0∫
x

dx

h(x)

∣∣∣∣∣∣ < +∞ при x ∈ Di, g(t)h(x)(x− x0)(t− t0) > 0 при (t, x) ∈ Ij ×Di,

де I1 = {t ∈ I ; t < t0}, I2 = {t ∈ I ; t > t0} , то задача Кошi (1.20), (1.21) крiм розв’язку x(t) ≡ x0

на промiжку I має также розв’язок виду

x(t) = H−1
x0

 t∫
t0

g(τ) dτ

 , t ∈ I0j ∪ {x0},
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де I0j - максимальний промiжок з Ij , для всiх t з якого
t∫

t0

g(τ) dτ ∈ Hx0(Di) , причому йому вiдпо-

вiдає єдина iнтегральна крива (t, x(t)) , серед усiх розташованих у Ij ×Di , яка при t → t0 прямує
до точки (t0, x0) i при цьому прямуваннi залишається в Ij ×Di .

З другого та третього тверджень цiєї теореми ясно, що всi розв’язки, вiдмiннi вiд x(t) ≡ x0 ,
рiвняння (1.20) знаходяться з (1.29) пiсля iнтегрування лiвої його частини по x , а правої - по t .
Це пояснює ще одне, взагалi кажучи, формальне правило, яке використовується на практицi при
розв’язуваннi рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними. Суть його полягає в тому, що при подiлi (1.28)
на h(x) губляться розв’язки, вiдповiднi точкам, де h(x) = 0 .

Третє твердження цiєї теореми дозволяє легко побудувати приклад задачi Кошi, яка має бiльше
одного розв’язка. Таким прикладом є задача Кошi

dx

dt
= |x|α,

x(t0) = 0,

де 0 < α < 1 и t0 ∈ R. (1.35)

Для приведенного здесь уравнения каждая точка (t0, x0) ∈ R2 , где x0 ̸= 0 , является точкой един-
ственности решения задачи Коши, поскольку существует окрестность этой точки, в которой со-
блюдаются условия теоремы 1.1. Точка x0 = 0 является точкой покоя этого уравнения и поэтому
уравнение имеет решение x(t) ≡ 0 на R , которое, очевидно, удовлетворяет начальному условию
задачи. Кроме того, здесь соблюдаются условия

Для наведеного рiвняння кожна точка (t0, x0) ∈ R2 , де x0 ̸= 0 , є точкою єдиностi розв’язка задачi
Кошi, оскiльки iснує окiл цiєї точки, у якiй виконано умови теореми 1.1. Точка x0 = 0 є точкою
спокою цього рiвняння i тому рiвняння має розв’язок x(t) ≡ 0 на R , який, очевидно, задовольняє
початкову умову задачi. Крiм того, тут дотримано умови

x∫
x0

ds

h(s)
=

x∫
0

ds

|s|α
збiгається при будь-якому x ̸= 0

i

g(t)h(x)(x− x0)(t− t0) = |x|λx(t− t0) > 0 при x > 0 i t > t0, а також при x < 0 i t < t0.

Тому згiдно з третiм твердженням теореми 1.2. у вказаних двох квадрантах розташованi iнте-
гральнi кривi (t, x(t)) , якi при t → t0 прямують до точки (t0, 0) , залишаючись при цьому пряму-
ваннi у цих квадрантах. Цим iнтегральним кривим вiдповiдає розв’язок даної задачi Кошi наступного
виду

x(t) =


[(1− α)(t− t0)]

1
1−α , якщо t ≥ t0,

− [(α− 1)(t− t0)]
1

1−α , якщо t ≤ t0.

Задача Кошi - це добре, а система iнтегральних рiвнянь - краще. При доведеннi значної
частини теорем iснування, а також єдиностi розв’язку задачi Кошi (1.7), (1.9) суттєво використо-
вується

Лема про еквiвалентнiсть задачi Кошi системi iнтегральних рiвнянь Вольтерра. Якщо
G - область розширеного фазового простору та функцiї fi : G −→ R (i = 1, . . . , n) - неперервнi, то
для будь-якого набору початкових даних (t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ G задача Кошi (1.7), (1.8) еквiвалентна

системi iнтегральних рiвнянь Вольтерра
xi(t) = x0

i +

t∫
t0

fi(τ, x1(τ), . . . , xn(τ)) dτ,

i = 1, . . . , n.

(1.36)
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Зазначена тут еквiвалентнiсть розумiється так. Якщо набiр функцiй xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n)
є розв’язком задачi Кошi, то вiн буде також розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (1.36), i нав-
паки, якщо такий набiр функцiй-розв’язкiв системи iнтегральних рiвнянь (1.36), то вiн є i розв’язком
задачi Кошi (1.7), (1.8). При цьому розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (1.36) називається на-
бiр неперервних на деякому зв’язаному промiжку I0 функцiй xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n) , який
задовольняє умови

(t, x1(t), . . . , xn(t)) ∈ G при t ∈ I0 (1.37)

i

xi(t) = x0
i +

t∫
t0

fi(τ, x1(τ), . . . , xn(τ)) dτ (i = 1, . . . , n) при t ∈ I0. (1.38)

Д о в е д е н н я. Нехай набiр функцiй xi : I0 −→ R) (i = 1, . . . , n) є розв’язком задачi Кошi
(1.7), (1.8). Тодi цi функцiї неперервно диференцiйованi, дотримано (1.37),

x′
i(t) = fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) (i = 1, . . . , n) при t ∈ I0 (1.39)

i
xi(t0) = x0

i (i = 1, . . . , n). (1.40)

Тому iнтегруючи обидвi частини рiвностей (1.39) на промiжку вiд t0 до t , де t ∈ I0 , отримаємо з
урахуванням (1.40) рiвностi (1.38). Отже, розглянутий набiр функцiй xi (i = 1, ldots, n) - розв’язок
системи iнтегральних рiвнянь (1.35).

Навпаки, нехай набiр функцiй xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n) є розв’язком системи iнтегральних рiв-
нянь (1.36). Тодi цi функцiї неперервнi на промiжку I0 i задовольняють умови (1.37), (1.38). В силу
їхньої неперервностi на I0 , (1.37) i неперервностi функцiй fi в областi G пiдiнтегральнi функцiї
(1.38) будуть неперервними на промiжку I0 . Тому вiдповiдно до вiдомої теореми з аналiзу (1.38)
праворуч, а значить, i злiва, стоять неперервно диференцiйованi на I0 функцiї. Диференцiюючи цi
тотожностi t , отримаємо (1.39). Отже, аналiзований набiр функцiй xi : I0 −→ R (i = 1, . . . , n) є
розв’язком системи (1.7). Те, що цей набiр задовольняє початковi умови (1.8) безпосередньо випливає
iз (1.38). �

Куди, куди ми вiддалилися i що при цьому вiдiбрали? Пiдбиваючи пiдсумок викладеному
вище, вiдзначимо, що звичайнi диференцiальнi рiвняння n - го порядку загального виду (1.2) та систе-
ми звичайних диференцiальних рiвнянь загального виду (1.1), взагалi кажучи, зводяться до систем
звичайних диференцiальних рiвнянь, що є записаними у нормальнiй формi Кошi (1.7). Бiльш того,
за умови неперервностi в областi G ⊂ I ×D розширеного фазового простору правих частин такого
виду систем ми маємо нiзку важливих iнструментiв для їх дослiдження, наприклад, як теорема
Пеано, теорема про перший iнтеграл, загальний iнтеграл, загальний розв’язок, теореми iснування
та єдиностi розв’язку задачi Кошi та iн. У зв’язку з цим надалi природним здається вважати цю
умову наперед виконаною. Випадки, коли її не дотримано, будуть розглянуто у додаткових роздiлах
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, що викладаються на п’ятому курс для магiстрiв.

Векторна форма запису нормальної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (1.7).
Вибравши об’єкт подальшого вивчення, звернемо увагу на те, що вiн за допомогою введення вектор-
функцiй

x =

 x1

...
xn

 , f(t,x) =

 f1(t, x1, . . . , xn)
...

fn(t, x1, . . . , xn)


може бути записаний у векторнiй формi

x′ = f(t,x), (1.41)

де f ∈ C (G;Rn) , G ⊂ I ×D , I - промiжок в R , D - вiдкрита множина в Rn .
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При такому записi системи (1.7) введене ранiше означення її розв’язку, очевидно, переформу-
люється в такий спосiб.

Розв’язком системи (1.41) на промiжку I0 ⊂ I називається неперервно диференцiйована вектор-
функцiя x : I0 −→ Rn , яка задовольняє умови

(t,x(t)) ∈ G и x′(t) = f(t,x(t)) при t ∈ I0.

Iнтегральною кривою, що вiдповiдає розв’язку x : I0 −→ Rn , називається графiк цiєї векторної
функцiї, тобто множина

Γ = {(t,x(t)) : t ∈ I0}

розширеного фазового простору I ×D , а фазовою кривою або траєкторiєю - множина точок

{x(t) : t ∈ I0}

фазового простору D .
Задача Кошi з початковими даними (t0,x0) ∈ G для системи (1.41)- це задача про вiдшукання

розв’язку системи, який задовольняє початкову умову x(t0) = x0 .
Выделив объект дальнейшего исследования, рассмотрим некоторые наиболее часто возникающие

его частные случаи. Видiливши об’єкт подальшого дослiдження, розглянемо деякi окремi випадки, що
найчастiше виникають.

1.2 Системи з перiодичною по t правою частиною
Нормальна система диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(t,x), (2.1)

де f ∈ C(R×D;Rn) , D - вiдкрита множина Rn , називається системою з перiодичною по t правою
частиною, якщо iснує число ω > 0 таке, що

f(t+ ω,x) = f(t,x) для будь-якого t ∈ R. (2.2)

Такою є, наприклад, система лiнiйних диференцiальних рiвнянь
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −(a+ b cos 2t)x1 (a, b = const),

яка рiвносильна рiвнянню Матьє
ẍ+ (a+ b cos 2t)x = 0,

що виникає при дослiдженнi руху Мiсяця.

Лема 2.1. (основна властивiсть систем з перiодичною по t правою частиною). Якщо вектор-
функцiя x(t) є розв’язком на промiжку (a, b) системи (2.1) з ω - перiодичною по t правою части-
ною, то вектор-функцiя x(t+ω) також є розв’язком цiєї системи, заданим на промiжку (a−ω, b−
ω) .

Д о в е д е н н я . Оскiльки вектор-функцiя x(t) є розв’язком системи (2.1) на промiжку (a, b) ,
то для будь-якого t0 ∈ (a − omega, b − omega) , в силу правила диференцiювання складеної функцiї,
отримаємо

dx(t+ ω)

dt

∣∣∣∣
t=t0

=
dx(t)

dt

∣∣∣∣
t=t0+ω

· d(t+ ω)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

= f(t,x(t))|t=t0+ω = f(t0 + ω,x(t0 + ω)).
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Звiдси, згiдно (2.2) маємо

dx(t+ ω)

dt

∣∣∣∣
t=t0

= f(t0,x(t0 + ω)) = f(t,x(t+ ω))|t=t0
.

А це зважаючи на довiльнiсть t0 ∈ (a− omega, b− omega) i означає, що вектор-функцiя x(t+ ω) є
розв’язком системи (2.1) на промiжку (a− ω, b− ω) . �

Лема 2.2 (Критерiй перiодичностi розв’язку системи з перiодичною по t правою частиною).
Нехай R×D – область єдиностi системи (2.1) з ω - перiодичною по t правою частиною. Для того,
щоб розв’язок x системи (2.1) був ω -перiодичним, необхiдно та достатньо виконання умови

x(0) = x(ω). (2.3)

Д о в е д е н н я. Необхiднiсть очевидна. Доведемо достатнiсть. Нехай для деякого розв’язку
x : R −→ D системи (2.1) дотримано умову (2.3).

Введемо вектор-функцiю
φ(t) = x(t+ ω).

Вiдповiдно до лем 2.1 вектор-функцiя φ(t) також є розв’язком системи (2.1). Однак через умови
(2.3) x(0) = φ(0) . Але тодi в силу єдиностi розв’язку задачi Кошi з початковими даними (0, x(0))
цi два розв’язки спiвпадають для всiх t ∈ R , тобто

x(t+ ω) = x(t) для всiх t ∈ R.

�

1.3 Автономнi системи та векторнi поля.
Векторним полем в областi D ⊂ Rn називається вектор-функцiя f : D −→ Rn , яка кожнiй точцi
x = (x1, . . . , xn) ∈ D ставить у вiдповiднiсть вектор

f(x) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)), (3.1)

прикладений до цiєї точки. Якщо функцiї fi (i = 1, ldots, n) неперервнi (мають неперервнi частиннi
похiднi по всiм змiнним) в областi D , то векторне поле f називається неперервним (гладким).

Одним iз прикладiв векторних полiв у Rn є вектор-функцiя f : D −→ Rn , для якої iснує дiйсна
функцiя U : D −→ R така, що

f(x) = gradU (x). (3.2)

Таке векторне поле називається потенцiйним. При цьому функцiю U називають потенцiалом да-
ного векторного поля.

У координатнiй формi рiвнiсть (3.2) означає, що

fi(x1, . . . , xn) =
∂U(x1, . . . , xn)

∂xi
(i = 1, . . . , n), (3.3)

або
f1(x1, . . . , xn)dx1 + · · ·+ f1(xn, . . . , xn)dxn = dU(x1, . . . , xn). (3.4)

ПРИКЛАД 3.1. Напруженiсть F гравiтацiйного поля, створюваного помiщеної на початок ко-
ординат точковою масою M , точцi простору, що має радiус-вектор r = (x, y, z) , обчислюється за
законом Ньютона як

F = −GM
r

|r|3
,
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де |r| =
√
x2 + y2 + z2 . Це сила, з якою поле дiє на одиничну масу у вiдповiднiй точцi простору. Дане

гравiтацiйне поле є потенцiйним з потенцiалом

U = GM
1

|r|
,

оскiльки
∂U

∂x
= −GM

x

|r|3
,

∂U

∂y
= −GM

y

|r|3
,

∂U

∂z
= −GM

z

|r|3
.

ПРИКЛАД 3.2. Напруженiсть E електричного поля точкового заряду q , помiщеного на початок
координат, у точцi простору, що має радiус-вектор r , обчислюється за законом Кулона

E =
q

4πε0

r

|r|3
.

Таке електростатичне поле, як i гравiтацiйне поле, потенцiйно. Його потенцiал φ , у сенсi фiзичної
термiнологiї, визначається спiввiдношенням

φ =
q

4πε0

1

|x|
.

Зважаючи на важливiсть потенцiйних полiв для практики, вкажемо деякi ознаки, що дозволя-
ють їх видiляти iз векторних полiв загального вигляду.

Спочатку зауважимо, що якщо векторне поле (3.1) є потенцiйним та в областi D другi частиннi
похiднi потенцiалу U цього векторного поля неперервнi, то згiдно теоремi Шварца мають мiсце
рiвностi змiшаних похiдних

∂2U(x1, . . . , xn)

∂xi∂xj
=

∂2U(x1, . . . , xn)

∂xj∂xi
(i ̸= j) i, j = 1, . . . , n.

Тому в силу (3.3) всюди в D

∂fi(x1, . . . , xn)

∂xj
=

∂fj(x1, . . . , xn)

∂xi
(i ̸= j) i, j = 1, . . . , n. (3.5)

Отже, умови (3.5) є необхiдними умовами потенцiйностi гладкого в D векторного поля (3.1).

ПРИКЛАД 1.3. Задане в R3 векторне поле f(x, y, z) = (x, xy, xyz) не є потенцiйним, оскiльки,
наприклад,

∂(xyz)

∂x
̸= ∂x

∂z
.

Звернемо також увагу на приклад векторного поля

f(x, y) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
,

заданого в R2 \ {0} , яке потенцiйним не є, але при цьому необхiдна умова потенцiйностi поля вико-
нано, оскiльки

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
=

∂

∂y

(
− y

x2 + y2

)
.

Виявляється, що його непотенцiйнiсть породжена лише структурою множини, на якiй воно задано.
Для векторних полiв на площинi має мiсце, встановлене в курс математичного аналiзу, наступне

твердження

Теорема 3.1. Нехай векторне поле

f(x, y) = (M(x, y), N(x, y))
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є неперервним в однозв’язаної областi D ∈ R2 i в D неперервнi частиннi похiднi ∂M
∂y , ∂N

∂x . Тодi
для потенцiйностi цього векторного поля в областi D необхiдно i достатньо, щоб було дотримано
умову

∂M(x, y)

∂y
=

∂N(x, y)

∂x
при (x, y) ∈ D. (3.6)

З огляду на означення потенцiйного векторного поля ця теорема може бути переформульована
в такий спосiб.

Теорема 3.2. Для того, щоб диференцiальна форма

ω = M(x, y)dx+N(x, y)dy, (3.7)

де функцiї M i N неперервнi та мають неперервнi частиннi похiднi ∂M
∂y , ∂N

∂x в однозв’язної областi
D ⊂ R2 , була в цiй областi повним диференцiалом деякої функцiї U , необхiдно i достатньо виконання
умови (3.6).

Розглянемо тепер довiльне неперервне в областi D ⊂ Rn векторне поле (3.1). Крива, розташована
в D , яка в кожнiй своїй точцi, дотикається прикладеного до цiєї точки вектора даного векторного
поля, називається траекторiєю векторного поля (3.1).

ПРИКЛАД 1.4. Вектор-функцiя
f(x, y) = (y,−x)

задає векторне поле R2 . Радiус-вектор r = (x, y) будь-якої точки площини, вiдмiнної вiд початку
координат, перпендикулярний вектору векторного поля, прикладеному до цiєй точки, оскiльки ска-
лярний добуток f · r = 0 . Тому траекторiями даного векторного поля є колами x2 + y2 = R2 (R > 0)
i точкою (0, 0) . Якщо важливо ще пiдкреслити, що рух по кожному такому колу вiдбувається у
напрямку векторiв векторного поля, прикладених до точок на цьому колi, то рiвняння кола краще
задати параметричними рiвняннями x = R cos t, y = R sin t .

Точка x0 векторного поля (3.1), в якiй f(x0) = 0 , називається точкою спокою положення рiвно-
ваги векторного поля.

Якщо траєкторiя неперервного в областi D ⊂ Rn векторного поля (3.1) є гладкою, не прохо-
дить через точки спокою векторного поля та задана параметрично векторною функцiєю x0(τ) =
(x10(τ), . . . , xn0(τ)), τ ∈ (α, β) , то вектор x′

0(τ) = (x′
10(τ), . . . , x

′
n0(τ)) , як дотичний вектор до цiєї

траекторiї в точцi x0(τ) , має бути колiнеарним вектору f(x0(τ)) . Тому iснує неперервна функцiя
λ : (α, β) −→ R \ {0} така, що

x′
0(τ) = λ(τ)f(x0(τ)). (3.8)

Змiнимо тепер на кривiй x0 параметризацiю поклавши

τ = τ(t), x0(τ(t)) = x(t)

i вибравши як τ(t) функцiю, обернену для

t =

τ∫
τ0

λ(s) ds, де τ0, τ ∈ (α, β).

Тодi для будь-якого t з областi визначення I0 функцiї τ(t) в силу (3.8) та правил диференцiювання
складеної та оберненої функцiї отримаємо

x′(t) = (x0(τ(t)))
′
t = x′

0(τ(t)) τ
′(t) = λ(τ(t))f(x0(τ(t)))

1

t′(τ)

∣∣∣∣
τ=τ(t)

= f(x(t)).

Отже, гладкi траекторiї векторного поля (3.1), заданi параметрично, є фазовими кривими системи
диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(x), (3.9)
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де f ∈ C(D;Rn) , яка в координатнiй формi має вигляд{
dxi

dt
= fi(x1, . . . , xn),

i = 1, . . . , n,
(3.10)

де fi ∈ C(D;R) (i = 1, . . . , n) .
Система диференцiальних рiвнянь (3.9), права частина якої не залежить явно вiд t називається

автономною системою диференцiальних рiвнянь. З геометричної точки зору така система задає
в областi D неперервне векторне поле f(x) , траекторiї якого спiвпадають з фазовими кривими
системи (3.9).

Якщо x(t) - це траєкторiя руху матерiальної точки в областi D ⊂ Rn , то вектор x′(t) є векто-
ром швидкостi цiєї матерiальної точки у положеннi x(t) . Тому з механiчного погляду права частина
системи (3.9) визначає векторне поле фазової швидкостi. При цьому швидкiсть еволюцiї автономної
системи (3.9), тобто системи, що не взаємодiє з iншими, не залежить вiд t . Описуваний такою
системою диференцiальних рiвнянь закон природи вiд часу не залежить i формулюється лише в
термiнах стану механiчної системи.

Лема 3.1. (основна властивiсть автономної системи). Якщо вектор-функцiя x(t) – розв’язок
автономної системи диференцiальних рiвнянь (3.9) на промiжку (a, b) , то для будь-якого значення
c ∈ R вектор-функцiя x(t+ c) є розв’язком цiєї системи на промiжку (a− c, b− c) .

Д о в е д е н н я. Оскiльки згiдно з умовами{
dxi(t)

dt
≡ fi(x1(t), . . . , xn(t)) на (a, b)

i = 1, . . . , n

то для будь-якого t0 ∈ (a− c, b− c) в силу правила диференцiювання складеної функцiї

dxi(t+ c)

dt

∣∣∣∣
t=t0

=
dxi(t)

dt

∣∣∣∣
t=t0+c

· d(t+ c)

dt

∣∣∣∣
t=t0

=
dxi(t)

dt

∣∣∣∣
t=t0+c

=

= fi(x1(t), . . . , xn(t))|t=t0+c = fi(x1(t+ c), . . . , xn(t+ c))|t=t0
.

Звiдси через довiльнiсть вибору точки t0 ∈ (a − c, b − c) випливає, що вектор- функцiя x(t + c) є
розв’язком системи (3.9) на промiжку (a− c, b− c) . �

З геометричної точки зору вказана в данiй лемi властивiсть автономної системи диференцiаль-
них рiвнянь свiдчить, що крива, отримана з iнтегральної кривої цiєї системи зсувом на будь-яку
величину c ∈ R вздовж осi t , також є iнтегральною кривою цiєї системи Звiдси, зокрема, випли-
ває, що безлiч таких iнтегральних кривих проектується на фазовий простiр в одну i ту ж фазову
криву автономної системи (3.9), тобто. x(t) i x(t + c) - параметричнi завдання однiєї i тiєї ж
фазової кривої, але по рiзному параметризованi.

Лема 3.2 (про фазовi кривi автономних систем рiвнянь). Нехай R × D - область єдиностi
автономної системи (3.9) i x(t, t0, x0) - розв’язок з початковими даними (t0,x0) ∈ R ×D . Тодi для
будь-кого c ∈ R

x(t+ c, t0 + c,x0) = x(t, t0,x0) (3.11)

при всiх t ∈ (a, b) , де (a, b) – максимальний iнтервал iснування x(t, t0,x0) .
Д о в е д е н н я. Дiйсно, при t = t0 лiва та права частини (3.11) перетворюються до x0 , звiдки

в силу єдиностi розв’язку задачi Кошi з початковими даними (t0,x0) i випливає (3.11). �
Покладемо в (3.11) c = −t0 i позначимо x(t, 0,x0) = gt(x0) . Тодi отримаємо, що розв’язок

x(t, t0,x0) можна записати у виглядi
x = gt−t0(x0) (3.12)
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У механiчнiй iнтерпретацiї (3.12) означає, що положення рухомої точки визначається початковою
точкою x0 фазового простору та iнтервалом часу, що минув пiсля початкового моменту, але не
самим початковим моментом.

У геометричнiй iнтерпретацiї (3.12) означає, що якщо двi фазовi кривi автономної системи (3.9)
мають загальну точку, то вони спiвпадають.

Таким чином, траєкторiї автономних систем мають властивiсть неперетинання. Тому при до-
слiдженнi автономних систем доцiльно розглядати саме траєкторiї, а не iнтегральнi кривi.

Бiльше того, має мiсце
Лема 3. 3. (про структуру фазових кривих автономних систем) Якщо R×D - область єдиностi

автономної системи (3.9), кожна фазова крива цiєї системи належить одному з наступних трьох
типiв:

1) положення рiвноваги;
2) замкнута траєкторiя, якiй вiдповiдає перiодичний розв’язок iз додатнiм найменшим перiодом;
3) траєкторiя без самоперетину, якiй вiдповiдає неперiодичний розв’язок.
Д о в е д е н н я. Припустимо, що точка x0 не є положенням рiвноваги системи (3.9) та

iснують t1, t2 (t1 < t2) , такi, що
gt1(x0) = gt2(x0).

Тодi в силу лемы 3.2 gt2−t1(x0) = g0(x0) = x0 . Оскiльки автономна система є при будь-якому ω > 0
системою з ω - перiодичною по t правою частиною, то звiдси згiдно з лемою 2.2 витiкає що gt(x0)
- t2 − t1 - перiодичний розв’язок системи (3.9). Значить, множина Px0

= {t > 0 ; gt(x0) = x0} -
всiх додатнiх перiодiв функцiї gt(x0) є непустим i обмеженим знизу. Для нього iснує точна нижня
межа theta ge0 . Покажемо, що theta > 0 . Для цього достатньо лише встановити, що в деякому
правому околi нуля gt(x0) − x0 ̸= 0 . Справдi, в силу диференцiйностi функцiї gt(x0) в точцi t = 0
маємо

gt(x0)− x0 =
dgt(x0)

dt

∣∣∣∣
t=0

t+ o(t) = f(x0)t+ o(t) при t → 0.

Оскiльки тут f(x0) ̸= 0 , iснує промiжок (0, a] , для всiх t з якого gt(x0) − x0 ̸= 0 . Отже, θ > 0 .
Тепер доведемо, що θ -перiод gt(x0) . Згiдно з означенням iнфiмуму iснує послiдовнiсть {θk} ∈ Px0 ,
що збiгається до θ . Для точок цiєї послiдовностi маємо gθk(x0)−x0 = 0 . Переходячи в цiй рiвностi
до границi при k −→ +∞ , отримаємо, враховуючи неперервнiсть gt(x0) у точцi θ , що gθ(x0)−x0 =
0 , тобто θ ∈ Px0

. �
Виберемо тепер довiльним чином неперервну i додатню в областi D функцiю g i розглянемо

поряд iз векторним полем (3.1) векторне поле g(x)f(x) . Оскiльки для будь-якого x ∈ D вектор
g(x)f(x) , прикладений до точки x має той самий напрям, що i вектор f(x) , то траекторiї цих
двох векторних полiв спiвпадають. Отже, спiвпадають i фазовi кривi систем (3.9) та

dx

dτ
= g(x)f(x).

Вiдмiннiсть полягає лише в тому, що вони по-рiзному параметризованi i в механiчної iнтерпретацiї
проходяться iз рiзними швидкостями.

У зв’язку iз цим виникає природне питання. А чи не можна так зменшити швидкiсть руху по
фазових кривих, щоб вони проходилися точкою за перiод часу вiд −∞ до +∞ ?

Вияввляється цього можна досягти, якщо у якостi функцiї g вибрати функцiю

g(x) =
(
1 + ∥f(x)∥2

)− 1
2 .

Звiдси зрозумiло, що при розглядi автономної системи не обмежуючи загальностi, вважатимє-
мо, що її розв’язки визначено на всiй числовiй осi.

(Теорема 2 (групова властивiсть)?)
Теорема 2 (про фазовi кривi)
Рiвняння 1-го порядку.
типи точок спокою
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Теорема 3 (про зниження розмiрностi)
Приклад хижак – жертва
Неавтономнi. (Векторне поле)
Неавтономнi першого порядку (поле напрямкiв)
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